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Laboratorium NR 2

TEMAT: MACIERZE

1. OPIS STANOWISKA
1.1. Stosowana aparatura

- komputer klasy PC z systemem operacyjnym Microsoft Windows (XP/Vista/7).
1.2. Oprogramowanie

- $rodowisko Matlab R2007b (Version 7.5.0.342), classroom license.

2. WSTEP TEORETYCZNY
2.1. Wprowadzanie macierzy

Przy wprowadzaniu macierzy wszystkie jej elementy muszg byC ujete w nawiasy
kwadratowe. Elementy oddziela sie spacja lub przecinkiem. Srednik lub znak nowego wiersza
<Enter> konczy wiersz macierzy i powoduje przejscie do nastepnego. Liczba elementéw
w kazdym wierszu musi by¢ taka sama.

7

3 6
Wprowadzenie macierzy A = L l} bedzie miato nastepujaca postac:

> A = [37 6; 4 2 1] 1
2

Mozna wprowadzac takze wektory wierszowe i kolumnowe: B=[I 2 3 4] C= 3
4

>> B

[1 2 3 4]

> C = [1; 2; 3; 4]

2431 4-6i
-2-5 3i

Macierze moga zawierac liczby zespolone: D = {

>> D

[243i 4-6i; -2-5i 3i]

lub

>> D [2 4; -2 0] + i*[3 -6; -5 3]
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Jesli kolejne elementy macierzy réznig si¢ od siebie o okre$long warto$¢ to do utworzenia
macierzy mozna wykorzysta¢ dwukropek (:).

min:max - generuje wektor wierszowy zawierajacy liczby catkowite z przedziatu
<min,max> zwiekszajace si¢ 0 1,

min:krok:max - generuje wektor wierszowy zawierajacy liczby od min do max
o wartosciach zmieniajacych sig o krok,

> B = 1:4 > C = 5:3:15

1234 58 11 14

> A = [1:4; 1:0.5:2.5]

1.0000 2.0000 3.0000 4.0000

1.0000 1.5000 2.0000 2.5000

W Matlabie zdefiniowano szereg funkcji do generowania macierzy specjalnych.

— generuje macierz jednostkowg o rozmiarze n X n (jedynki na
gtéwnej przekatnej, reszta elementéw réwna zeru)
generuje macierz o rozmiarze n X n o wszystkich elementach
ones (n) ,
rownych 1
generuje macierz o rozmiarze n x n o wszystkich elementach
zeros (n) )
rownych 0
rand (n) generuje mamer.z 0 rozmlgrze n X n wypetnionag liczbami
pseudolosowymi z przedziatu <0,1>
generuje macierz o rozmiarze n x n wypetniong liczbami
randn (n) pseudolosowymi o rozktadzie normalnym ze $rednig réwno 0
i wariancjg rowna 1
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>> eye (4) >> rand(3)
ans = ans =
1 0 0 0 0.4218
0 1 0 0 0.9157
0 0 1 0 0.7922

0.9595

0.6557

0.0357

0.8491

0.9340

0.6787

Powyzsze funkcje generujg macierze kwadratowe (n x n), dla macierzy prostokatnych nalezy

podac dwa argumenty, np.

>> ones (n,m) n - liczba wierszy, m - liczba kolumn

2.2. Odwotania do elementéw macierzy

Do elementu macierzy A znajdujgcego si¢ w wierszu o indeksie i oraz kolumnie
0 indeksie j odwotujemy sie poprzez A(i,j). Elementem takim mozna postugiwaé sie jak kazdg
Inng zmienna. Indeksy wierszy i kolumn rozpoczynajq sie od wartosci 1.

> A = [37 6; 4 2 1]

A =
3 7 6
4 2 1
> A(1l,1)
ans =
3
>> A(2,3)
ans =
1
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Do elementéw macierzy mozna odwotywac sig takze przy uzyciu jednego indeksu:
- jesli A jest wektorem, to odwotanie A(i) oznacza odwotanie do i-tego elementu wektora,

- jesli A jest macierzg dwuwymiarowg, to odwotanie A(i) oznacza odwotanie do wektora
kolumnowego uformowanego z kolejnych kolumn oryginalnej macierzy, umieszczonych
jedna pod druga, np.

> A =[12 3; 456; 7 8 9];

>> A(2,3) >> A(6)

ans = ans =
6 8

Wykorzystujac dwukropek mozna odwotywaé sie do wybranych fragmentéw macierzy.

A(i,:) i-ty wiersz macierzy A

A(:,3) j-ta kolumna macierzy A

A(:) cata macierz w postaci wektora kolumnowego

A(:,:) cata macierz (dwuwymiarowa)

A(i,j:k) elementy i-tego wiersza macierzy A o numerach od j do k

AGi:3,k:1) elementy od i-tego do j-tego wiersza oraz od k-tej do I-tej
kolumny

AX,i:9) wszystkie elementy w kolumnach od i do j i wierszach macierzy

A o numerach okre$lonych przez elementy wektora X

> A =[12 3; 456; 7 8 9];

>> A(:) >> A(2,:) >> A(2:3,2:3)
ans = ans = ans =

1 4 5 6 5 6

4 8 9
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7

2 >> A(2,1:2) >> A(:,[1 3])
5 ans = ans =

8 4 5 1 3
3 4 6
6 7 9
9

Mozna usuna¢ wybrane elementy macierzy przypisujac im warto$¢ w postaci macierzy puste;
symbolizowanej przez puste nawiasy kwadratowe.

> A =[12 3; 456; 7 8 9];

>> A(:,1)=[]

2.3. Macierze wielowymiarowe

Matlab  umoZliwia definiowanie i wykonywanie operacji na macierzach
wielowymiarowych. Odwofania do elementéw takich macierzy wymagajg podania
odpowiedniej liczby indeksow, przy czym przyjmuje sie, ze:

pierwszy indeks oznacza numer wiersza (wymiar 1),

drugi indeks oznacza numer kolumny (wymiar 2),

trzeci indeks oznacza numer strony (wymiar 3),

kolejne indeksy oznaczajg kolejne wymiary.
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W przypadku macierzy trojwymiarowych definiuje sie je stronami, np.

@ Al i) [37 6; 42 1] (strona 1) 8.4 0

5 N(i; 5:2) [541; 8 3 0] (strona 2)

Przyktadowe odwotania do powyzszej macierzy:
>> A(2,2,1) >> A(2,2,2)
ans = ans =

2 3

Macierze wielowymiarowe mogg by¢ takze tworzone za pomoca odpowiednich funkcii
(eye(),ones (), zeros (), rand (), randn () ), np.

>> A = rand(2, 3,2)
A(:,:,1) =
0.9501 0.6068 0.8913
0.2311 0.4860 0.7621
A(:,:,2) =
0.4565 0.8214 0.6154

0.0185 0.4447 0.7919

2.4. Operacje na macierzach i wektorach
Operacje wykonywane na macierzach i wektorach mozna podzieli¢ na dwie grupy:
- operacje macierzowe - okre$lone regutami algebry liniowej,

- operacje tablicowe - wykonywane element po elemencie, operatory wystepujace w tych
operacjach poprzedzone sg kropka.
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Podstawowe operacje i stosowane operatory zostaty zestawione w ponizszej tabeli.

Operacja macierzowa | tablicowa uwagi
dodawanie + +
odejmowanie = -
mnozenie * ¥
potegowanie ~ ~
dzielenie prawostronne / & A./B A(i,3)/B(1,3)
dzielenie lewostronne \ -\ A.\B B(i,]j)/A(1,])

transpozycja

Ponizej przedstawiono sposéb w jaki wykonywane sg operacje macierzowe i tablicowe.
Zatézmy, ze mamy dwie macierze A i B.

A= all aIZ B: bll blZ
all a22 , b2] b22

Dodawanie (macierzowe, tablicowe) Odejmowanie (macierzowe, tablicowe)
A+B= a,+by 2, +by, A_B= a,—b,, a,-b,
Qs by Bt by By =hy @ =be

W przypadku dodawania i odejmowania operacje macierzowe i tablicowe wykonywane sg
w ten sam sposob.

Mnozenie (tablicowe) Mnozenie (macierzowe)
A*B= a,-b, a,-b, A*B= aj,-b,+a,-b, a;-b,+a; by
ay by Ay by ay by +ay, by ay b, +ay by,

Mnozenie tablicowe jest przemienne, czyli: A.*B = B.*A. Mnozenie macierzowe nie jest
przemienne, czyli: a*B # B*A. W przypadku mnozenia macierzowego liczba wierszy
macierzy A musi by¢ rowna liczbie kolumn macierzy B.
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Potegowanie (tablicowe) Potegowanie (macierzowe)
a . a ’
A."kz{ ”k '2]\1 ANK=A*A*A* [ *A
a2l a22 k
Dzielenie prawostronne (tablicowe) Dzielenie lewostronne (tablicowe)
A/B= a; /b, a;/by, A\B=B/A= b,/a,, b,/a,
T law/by anlb, T [ba/ay bylay,
Dzielenie prawostronne (macierzowe) Dzielenie lewostronne (macierzowe)
A/B=A-B" A\B=A"'B

Transpozycja macierzy zawierajacej tylko elementy rzeczywiste daje takie same wyniki przy
zastosowaniu obu operatorow - tablicowego i macierzowego. Jesli macierz zawiera elementy
zespolone to zastosowanie operatora tablicowego powoduje tylko zamiane wierszy macierzy
z jej kolumnami, natomiast w przypadku operatora macierzowego otrzymana macierz zawiera
elementy sprzezone z odpowiednimi elementami macierzy zespolonej.

>> A = [1+1i 2-2i; 3-3i 4+4i]

A=
1.0000+ 1.0000i 2.0000- 2.0000i
3.0000- 3.0000i 4.0000+ 4.0000i
>> A.'
ans =
1.0000+ 1.0000i 3.0000- 3.0000i
2.0000- 2.00001 4.0000+ 4.0000i
>> A'
ans =

1.0000- 1.0000i 3.0000+ 3.0000i

2.0000+ 2.00001 4.0000- 4.0000i
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Jesli jeden z argumentow przy operacjach jest skalarem, to zawsze wykonywane sg operacje

tablicowe, np.
>> A+1 - do kazdego elementu macierzy A zostanie dodana warto$c 1.
>> A/5  -kazdy element macierzy A zostanie podzielony przez 5.

2.5. Funkcje przeksztatcajace macierze i wyznaczajace wielkosci je charakteryzujace

Funkcje wyswietlajace rozmiary macierzy:

e () funkcja wyswietlajaca liczbe wierszy i liczbe kolumn macierzy A
w postaci dwuelementowego wektora wierszowego

n = size(A,1) funkcja przypisujaca zmiennej n liczbe wierszy macierzy A

m = size(A,2) funkcja przypisujaca zmiennej m liczbe kolumn macierzy A

length (x) funkga zw.ra'cgja@a diugo§c wektora x lub dtuzszy z wymiarow
macierzy (jesli x jest macierza)

Funkcje wysSwietlajace wartosci charakteryzujgce macierze:

funkcja obliczajaca rzad macierzy A (liczbe liniowo

rank (A) niezaleznych wektoréw tworzacych wiersze lub kolumny
macierzy)
det (A) funkcja obliczajaca wyznacznik macierzy kwadratowej A

funkcja obliczajaca wspétczynnik uwarunkowania macierzy A,
definiowany jako cond(A) = ||A]|-||A"]|, stanowigcy
wspotczynnik z jakim bedy wejSciowe przenoszg sie na wyjscie
cond (A) podczas operacji macierzowej; im wieksza jest warto$¢
wspdtczynnika uwarunkowania macierzy tym wieksza jest jej
wrazliwo$¢ na btedy zaokraglen podczas wykonywania operacji
arytmetycznych

funkcja obliczajaca Slad macierzy A (sume elementéw na

trace (A4) ;
przekatnej)
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E

eig(a)

funkcja zwracajgca wektor E zawierajacy wartosci wiasne
macierzy kwadratowej A

[V,D] = eig(A)

funkcja zwracajgca:

- macierz diagonalng D zawierajacg na diagonali warto$ci
wtasne macierzy kwadratowej A

- macierz V, ktorej kolumny sg wektorami wiasnymi
odpowiadajgcymi kolejnym warto$ciom wiasnym

> A =[856; 347; 47 2];

>> eig(A)
ans =
15.2888
2.9210
-4.2097
>> [V,D] = eig(A)
vV =
0.7293 0.8192 -0.1300
0.4900 -0.5041 -0.6154
0.4776 -0.2734 0.7774
D =
15.2888 0 0
0 2.9210 0
0 0 -4.2097
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Funkcje przeksztafcajace macierze:

funkcja obliczajaca macierz odwrotng do macierzy A, taki sam
inv(A) wynik uzyskamy podnoszac macierz A do potegi -1:
inv(A) = A~ (-1)

> A = [856; 34 7; 47 2];
>> inv (A)
ans =
0.2181 -0.1702 -0.0585
-0.1170 0.0426 0.2021
-0.0266 0.1915 -0.0904
> A = [7 6 4; 4 91; 6 7 3];
>> inv (A)
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 6.308085e-018.
ans =
1.0e+015 *
1.8476 0.9238 -2.7714
-0.5543 -0.2771 0.8314

-2.4019 -1.2010 3.6029

W powyzszym przyktadzie prébujemy obliczy¢ macierz odwrotng do macierzy osobliwe;j.
Matlab ostrzega nas komunikatem: ,Macierz jest prawie macierzg osobliwg lub jest Zle
wyskalowana. Wynik moze by¢ niepoprawny.” RCOND (reciprocal condition estimate) jest
odwrotnoscig wskaznika uwarunkowania macierzy.

funkcja tworzaca wektor x z elementdw znajdujacych sie na

= diag (A
x = diag(a) glownej przekatnej macierzy A
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funkcja tworzaca macierz przekatniowa A z elementami

A = diag(x) , ; ;
wektora x na gtdwnej przekatnej

> x = [1:5];

>> A = diag(x)

A =
1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 4 0
0 0 0 0 5

funkcja tworzaca nowa macierz przez powielenie podmacierzy

repmat (A, n, m) . L
Y A m-razy w poziomie i n-razy w pionie

>> A = [12;3 4];

>> repmat (A, 2, 3)

ans =
1 2 1 2 1 2
3 4 3 4 3 4
1 2 1 2 1 2
3 4 3 4 3 4

funkcja tworzaca macierz o n-wierszach i m-kolumnach

z macierzy A (elementy nowej macierzy powstajg z elementow
macierzy A branych kolejno kolumnami), nowa macierz

i macierz A powinny mie¢ tyle samo elementow

reshape (A, n,m)
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> A =[159; 2 6 10; 3 7 11; 4 8 12]

A =
1 5 9
2 6 10
3 7 11
4 8 12

>> reshape (3, 3, 4)

ans =
1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

W Matlabie istnieje szereg funkcji wykonujacych operacje na wektorach.

max (x) funkcja zwracajaca najwigkszy element wektora x

min (x) funkcja zwracajgca najmniejszy element wektora x

sum (x) funkcja zwracajaca sume elementoéw wektora x

prod (x) funkcja zwracajgca iloczyn elementéw wektora x

mean (x) funkcja zwracajgca Srednig arytmetyczng elementéw wektora x
norm funkcja obliczajgca norme wektora lub macierzy

funkcja obliczajaca iloczyn skalarny wektoréw A i B, wektory A

dot (A, B) ) . . .,

i B powinny mie¢ takg samg dtugos¢
sort (V) funkcja sortujgca elementy wektora V w kolejno$ci rosnacej
difE (V) funkcja obliczajgca roznice pomiedzy sasiednimi elementami

wektora V
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R funkcja obliczajaca sumy skumulowane kolejnych elementéw
wektora V

cumprod (V) funkcja obliczajaca iloczyny skumulowane kolejnych elementow
wektora V

Jesli w powyzszych funkcjach x jest macierzq dwuwymiarowa, to funkcje te zwracajg wyniki
odnoszace sie do poszczegdlnych jej kolumn.

> V =[2 41 6 5];
>> mean (V)
ans =

3.6000

>> sort (V)

ans =

1 2 4 5 6
>> diff (V)
ans =

2 -3 5 -1

>> cumsum (V)
ans =
2 6 7 13 18
>> cumprod (V)
ans =

2 8 8 48 240
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2.6. Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych

Rozwigzywanie uktadow réwnan liniowych w postaci A-x = b (gdzie A - macierz
wspotczynnikéw, x - wektor niewiadomych, b - wektor wyrazow wolnych) jest jednym
z podstawowych zagadnien algebry liniowej. Najprostsza metoda rozwigzania takiego uktadu
polega na zastosowaniu macierzy odwrotnej lub dzielenia lewostronnego.

x = inv(A)*b rozwigzuje uktad A-x= b (b musi by¢ wektorem kolumnowym)

x = A\b rozwigzuje uktad A-x= b (b musi by¢ wektorem kolumnowym)

Rozwigzmy uktad réwnan:

5 4 2| |x, 13
1 2 0|x,|=
3 0 4| |x,

> A =[542; 120; 30 4];

> b = [13; 5; 71;

>> x = inv(A)*b >> x = A\b
X = X =
-0.3333 -0.3333
2.6667 2.6667
2.0000 2.0000
2.7. Wielomiany

W Matlabie wielomiany reprezentowane sg w postaci wektora wierszowego
zawierajacego wspofczynniki wielomianu. Wspétczynniki sg umieszczone w  kolejnosci
malejacych poteg (od wspdtczynnika stojacego przy najwyzszej potedze do wspétczynnika
stojacego przy najnizszej).

funkcja obliczajgca wartos¢ wielomianu P dla X; P jest
Y = polyval (P,X) |wektorem, ktorego elementami sg wspoétczynniki wielomianu
umieszczone w kolejno$ci malejacych poteg

I NZYNIERIA Bl oMEDYT CZNA

CWICZENIE NR 2
(str. 15/21)



KIiRP POLITECHNIKA LUBELSTK KA
EolTEGTTT W YD Z 1 A ¢t M E CHANIC Z NY
BE KATEDRA INFORMATYZACJI | ROBOTYZACJI PRODUKCJI

LABORATORIUM ANALI ZA DANYTCH POMIAROWYCH

Obliczamy warto$¢ wielomianu P(x) dla x = 3:

P(x)=15x*—6x"+4x-3

v
v
L)
]

[15 -6 0 4 -3];

\
v
<
]

polyval (P, 3)

1062

Jesli argument X funkcji polyval jest macierzg lub wektorem, to wartos¢ wielomianu jest
obliczana oddzielnie dla kazdego elementu tej macierzy lub wektora.

roots (P) funkcja obliczajaca pierwiastki wielomianu P

Szukamy pierwiastkow wielomianu P(x):
P(x)=15x"-6x"+4x-3
> P = [15 -6 0 4 -3];
>> roots (P)
ans =
-0.7055
0.2550 + 0.6412i
0.2550 - 0.6412i

0.5954

funkcja obliczajgca wspdtczynniki wielomianu na podstawie

poly (V) ) B X
jego pierwiastkdw zawartych w wektorze V

>V =[37 2 -3 4];
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>> poly (V)
ans =
1 -13 41 61 -450 504
Wielomian z powyzszego przyktadu ma postac:
P(x)=x"—13x" +41x’ + 61x* —450x + 504

Funkcja poly jest funkcjg odwrotng do roots, a roots - funkcjg odwrotng do poly:

>> P = [1 -13 41 61 -450 504];
>> roots (P)
ans =

7.0000

-3.0000
4.0000
3.0000

2.0000

Jesli argument funkcji poly jest macierzg kwadratowg, to zwraca ona wektor zawierajacy
wspdtczynniki wielomianu charakterystycznego tej macierzy.

funkcja wykonujaca rozniczkowanie wielomianu

polyder (P) : ;
0 wspotczynnikach przekazanych w wektorze P

Pochodna wielomianu:
P(x)=15x"—6x"+4x-3
WYnosi:

P’(x)=60x" —18x> +4

I NZYNIERIA Bl oMEDYT CZNA

CWICZENIE NR 2
(str. 17/21)



KIiRP POLITECHNIKA LUBELSTK KA
EolTEGTTT W YD Z 1 A ¢t M E CHANIC Z NY
BE KATEDRA INFORMATYZACJI | ROBOTYZACJI PRODUKCJI

LABORATORIUM ANALI ZA DANYTCH POMIAROWYCH

> P = [15 -6 0 4 -3];
>> polyder (P)
ans =

60 -18 0 4

Operacjg odwrotng do rézniczkowania wielomianu jest jego catkowanie wykonywane przez
funkcje polyint().

funkcja wykonujgca catkowanie wielomianu o wspétczynnikach

polyint (P, C) . y .
przekazanych w wektorze P i statej catkowania C

Catka wielomianu:
P(x)=60x" —18x* +4
dla C = -3 wynosi:
IP(-Y)d.r=15x4 +6x°+4x-3
>> P = [60 18 0 4];
>> polyint (P, -3)
ans =

15 6 0 4 =3

3. PRZEBIEG CWICZENIA
Wykonaj podane ponizej zadania.
Zadanie 1

Wykorzystujac dwukropek (:) lub odpowiednie funkcje wygeneruj ponizsze macierze:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a) A=10 9 8 7 6 5432 1]
-y —4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4
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1 3 5 7 9 11 13
by B= }
105 15 25 35 45 55 65
- -n 4, no®
g C=[2 ¢4 4 2 |
-4 -2 0 2 4

d) macierz D o rozmiarze 4x3 wypetniong liczbami pseudolosowymi z przedziatu <0,1>,
e) macierz jednostkowg E o rozmiarze 4x4.

Zadanie 2

Na podstawie macierzy A z Zadania 1 utworz:

a) wektor A1 zawierajacy drugi wiersz macierzy A,

b) macierz A2 zawierajacg kolumny od 3 do 7 macierzy A,

c) macierz A3 zawierajacg kolumny od 3 do 5 macierzy A z wierszy nr 2 3,

d) macierz A4 zawierajaca kolumny nr 1, 3, 5, 7, 9 z macierzy A.

Zadanie 3

Dane sg macierze A, B, C i D. Rozwigz ponizsze rownanie macierzowe.

a2 3] gt 2] o[t 1] pof?
11 a4l 7T 1l *Tla 1 T |1 2| CWAX-B)=D

Zadanie 4

Oblicz warto$ci ponizszej funkcji dla elementéw wektora x.

> 1 3
y=2xcos(l+x") X=[0 En T En 24
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Zadanie 5

Dane s dwie macierze:

8 1 6 2 3 2
A=|3 5 7 B=8 1 8
4 9 2 515

Stosujac odpowiednie funkcje oblicz:

a) rzedy macierzy AiB,

b) wyznaczniki macierzy Ai B,

c) wskazniki uwarunkowan macierzy Ai B,

d) warto$ci wiasne macierzy A i B,

e) Slady macierzy AiB,

f) macierze odwrotne macierzy Ai B,

g) wartos¢ najmniejszego elementu macierzy A,
h) sume wszystkich elementow macierzy A,

i) sume elementow na gtownej przekatnej macierzy A.
Zadanie 6

Rozwigz ponizszy uktad rownan stosujac:

a) macierz odwrotng,

b) dzielenie lewostronne.

Xp+2%+%,=0
4x, +2x,=-3
ox;+x+8 =13

Sprawdz, czy obie metody daty identyczne wyniki (odejmij otrzymane wyniki od siebie).
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Zadanie 7

Oblicz pierwiastki oraz wartos¢ wielomianu f(x) dla x = 2:
f(x)= 2x® — i’ £ 1.5x" —An" 2

Zadanie 8

Pierwiastki pewnego wielomianu f(x) wynosza;
x =1 x,==1, x;,=2, x,=-2, x,=3, x,=-3

Oblicz i podaj postac tego wielomianu.

Zadanie 9

Stosujac funkcje roots oblicz pierwiastki wielomianu f(x). Ocen doktadno$¢ wyznaczenia tych
pierwiastkow.

F)=(x=1)°
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