1. Trygonometria
1.1Wprowadzenie

Jednym z podstawowych dziatow matematyki ktory wykorzystywany jest w
rozwigzywaniu problemow technicznych jest trygonometria. W szkole §redniej wprowadzone
zostaly podstawowe prawa oraz wilasnosci trygonometryczny ktore w niniejszym rozdziale
zostang przypomniane oraz wykorzystane do rozwigzywania zadan w programie MATLAB.

1.1.1 Funkcje Trygonometryczne kata ostrego
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Przyprostokatna przylegta do kata

Funkcja sinus kata a nazywamy stosunek przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata a do
przeciwprostokatnej w trojkacie prostokatnym, i opisujemy jako:

e sina =% w Matlabie bedzie to funkcja sin(x) gdzie x jest wartoscig kata w
radianach badz sind(x) gdzie kat wyrazony bedzie w stopniach.

Funkcja cosinus kata o nazywamy stosunek przyprostokatnej lezacej przy kacie a do
przeciwprostokatnej w trojkacie prostokatnym, i opisujemy jako :

X

e cosa == w Matlabie bedzie to funkcja cos(x) gdzie x jest wartoscig kata w
radianach badz cosd(x) gdzie kat wyrazony bedzie w stopniach.

Funkcjg tangens kata o nazywamy stosunek przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata a.
do przyprostokatnej przy kacie o w trojkacie prostokatnym, i opisujemy jako:

e tga = w Matlabie bedzie to funkcja tan(x) gdzie x jest miarg kgta w
radianach badz tand(x) gdzie kat wyrazony bedzie w stopniach.

1.1.2 Wtiasnosci funkcji trygonometrycznych

Rozbudowujac wiedze¢ podstawowa dotyczaca funkcji trygonometrycznych nalezy
odnies¢ si¢ do zagadnien funkcji elementarnych.

e Funkcja f jest roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy gdy:
Vab €A f(a)=f(b)=>a=>hb
z czego wynika:

Vab €A,a+b= f(a) # f(b)
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Inaczej mowigc funkcja jest roznowartosciowa, kiedy nie przyjmuje dwa razy tej
samej wartosci, czyli jest bijekcjg na swoj zbidr wartosci.

e Zacie$nieniem funkcji f do podzbioru A nazywamy funkcje:
Vi €A: fia(®) = f(x)

Dzigki zastosowaniu powyzszej definicji ograniczajacej dziedzing, funkcja czesto
nabywa wiasnosci ktorych uprzednio nie posiada takie jak np. monotoniczno$¢ oraz
réznowarto$ciowosc.

e Funkcja f: R +— R jest rosngca w przedziale (a,b) gdy:
Vx,y €(ab): x<y=f(x)<f(y)

e Funkcja f: R — R jest malejaca w przedziale (a,b) gdy:
Vx,y €(ab): x<y=f(x)=f(y)

W oparciu o powyzsze definicje mozna okresli¢ whasciwosci funkcji
trygonometrycznych:

e Funkcja f(x)=sin(x) zacie$niona do przedziatu [— g, g] jest roznowartosciowa
oraz $cisle rosngca.

e Funkcja f(x)=cos(x) zaciesniona do przedziatu [0, ] jest roznowarto§ciowa
oraz $ci§le malejaca.

e Funkcja f(x)=tg(x) zaciesniona do przedziatu [— % , %] jest roznowartosciowa
oraz $cisle rosngca.

e Funkcja f(x)=ctg(x) zacie$niona do przedziatu [ 0, 7] jest roznowarto$ciowa
oraz $ci$le malejaca.

1.1.3 Wybrane tozsamosci trygonometryczne

Podstawowe zalezno$ci miedzy funkcjami trygonometrycznymi nazywamy
tozsamosciami trygonometrycznymi.

e Jedynka trygonometryczna:
Vx € R: cos?x + sin®?x =1
e Okresowosc¢ funkcji (k € R)
sinx = sin(x + 2km); tgx = tg(x + km)
cosx = cos(x + 2km) ; ctgx = ctg(x + km)
e Zalezno$¢ tangensa i cotangensa

sinx COSX
tgx = ctgx =
9 cosx 9

sinx
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1.1.4 Twierdzenia trygonometryczne

Poza podstawowymi wtasnosciami trygonometrycznymi w obliczeniach inzynierskich
uzywa si¢ rowniez réwnan trygonometrycznych opisujacych zaleznosci migdzy bokami
i katami w trojkatach.

e Twierdzenie sinusOw

Dla dowolnego trdjkata iloraz dlugosci dowolnego z jego bokow 1 sinusa kata
naprzeciw tego boku, jest staty oraz rowny dtugosci srednicy okrggu opisanego na trojkacie.
a b c

sina  sinf  siny
Twierdzenie to posiada rowniez swoj odpowiednik dla sfery:

Jezeli a,b,c odpowiadajg dlugosciom odcinkéw sferycznych, za$ «a, B,y sa kolejnymi
katami umieszczonymi doktadnie naprzeciw bokow a,b,c to:

sina  sinf  siny

sina sinb sinc

e Twierdzenie cosinusOw

W dowolnym trdjkacie znajdujacym si¢ na plaszczyznie, kwadrat diugosci jego
dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow dtugosci pozostatych bokow, pomniejszonych
o podwojny iloczyn dlugos$ci tych bokow 1 cosinusa kata znajdujacego si¢ pomiedzy nimi.

c? = a? + b? — 2abcosy

Jezeli trojkat jest prostokatny 1 kat y jest katem prostym wtedy twierdzenie mozna
upro$ci¢ do twierdzenia Pitagorasa.

e Twierdzenie tangensow

Jezeli a i b sg dlugosciami bokow trojkata a i f s miarami katéw umiejscowionych
odpowiednio naprzeciw nich woéwczas:

S
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a—b tg
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1.1.5 Funkcje cyklometryczne

Kolejnym istotnym elementem trygonometrii sa funkcje odwrotne inaczej
cyklometryczne. Funkcjami cyklometrycznymi nazywamy funkcje odwrotne do funkcji
trygonometrycznych oraz ograniczonych do pewnych przedziatéw.

e Arcus sinus

Funkcja okre$long na przedziale [-1,1] o warto$ciach z przedzialu [ —g,g] oraz

odwrotng do zacie$nienia funkcji sinus w granicach przedziatu [—g,g] nazywamy acrus
sinus, oznaczamy go jako arcsin.

e Arcus cosinus

Funkcja okreslong na przedziale [-1,1] o wartos$ciach z przedziatlu [0, ] odwrotng do
zacie$nienia funkcji cosinus w granicach przedziatu [0,7] nazywamy arcus cosinus,
0znaczamy go jako arccos.

e Arcus tangens

Funkcja okreslong na przedziale [-oo,00] o wartosciach z przedzialu [ —g,g] oraz
odwrotng do zacie$nienia funkcji tangens w granicach przedzialu [—%,%] nazywamy acrus
sinus, oznaczamy go jako arctg.

e Arcus cotangens

Funkcja okreslong na przedziale [-00,00] o wartosciach z przedziatu [0, ] odwrotng do
zacie$nienia funkcji cotangens w granicach przedziatu [0,7] nazywamy arcus cosinus,
0znaczamy go jako arcctg.

Zgodnie z twierdzeniami funkcji odwrotnych:
arcsin(x) =y gdy siny = x

arccos(x) =y gdy siny =X

arctg(x) =y gdy tg y = x

arcctg(x) =y gdyctgy = x
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1.2 Przyktady zadan z rozwigzaniami w MATLAB

Aby poprawnie wykona¢ ponizsze zadania nalezy wygenerowaé dla kazdego z nich
plik .m o odpowiednich nazwach: zad01.m i zad02.m.

save zad01l.m ENTER
save zad02.m ENTER

Zad. 1

Obliczy¢ rownanie trygonometryczne:

, X tanx + 3sinx
8—cos*—=————
2 2tanx

Dla x=3
Rozwigzanie MATLAB:

X=3; %definiowanie zmiennej
LS=8-cos(x/2)"2 %obliczenie warto$ci lewej strony rOwnania
LS=7.9950 %wynik dla lewej strony

PS=(tan(x)+3*sin(x))/(2*tan(x)) %obliczenie wartosci prawej strony rbwnania

PS=-0.9850 Y%warto$¢ prawej strony

Po wykonaniu obliczen wida¢ ze rdwnanie nie jest tozsame, wykonanie tego prostego
zadania analitycznie kosztowato by czas przeliczania kolejnych wartosci kata w tabelach, za$
dzigki zastosowaniu programu jesteSmy w stanie sprawdza¢ wyniki dla r6znych warto$ci

zmiennej X.

Zad. 2

Dane sg cztery okregi(rys.). W punkcie styku poszczegolnych okregdw przechodza
odcinki majace swoje zakonczenia w $rodkach okregow. Obliczy¢é odlegto$¢ pomiedzy

srodkami kot A, i A4, wiedzac Ze promienie poszczegdlnych okregow maja warto$c:

ri=14mm; r,=10mm; rz=18mm; r,=8mm
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A2 .

fa2 ,-A3
al
\ a3

X

Al-

A4

Rozwigzanie analityczne:

Linie taczace $rodki okregdw tworza cztery trojkaty, w dwoch z nich AA1AA;3 ,
AA1AA, dhugosci wszystkich bokow sg znane, dzigki czemu stosujac twierdzenie cosinusow
mozna wyznaczy¢ wartosci katow a, 0.

c? = a? + b? — 2abcosy
Obliczenie kata o.
(rr+ra)2=( ratrs)?+( ra+re)?-2(ra+rs)( r3+ry)cos og
22%=26+322-2*26*32* cos oy
484=676+1024-1664 cos oy

1216
CoOs oy =——
1664

1216
o1=arccos——

1664
(11:430

Obliczanie kata ay:

(r1+12)?=( 1o+r3)>+( rar1)?-2(ro+r3)( ra+r1)Cos oy
24%=28%+322-2*28*32* cOS 0y
576=784+1024-1792 cos ay

1232
Cos o =——
1792

1232
Op=alCCOS——
1792
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ay=47°

Obliczanie kata as:
az= oq+ 0=90°

Obliczanie odlegto$ci pomi¢dzy okregami A i Ag:

Kat a3 jest katem prostym wigc odlegtos¢ mozna obliczy¢ z tw. Pitagorasa:
(AA)=V(( r2+rs)*+( ratry)?)
(A2A4)=38,2mm

Rozwigzanie w programie MATLAB:
r1=14mm:; r2=10mm; r3=18mm; r4=8mm % zdefiniowanie warto$ci promieni
(ALA4)=(r1+r4); (ALA3)=(r1+r3); % obliczenie wartosci poszczegdlnych bokow
(ALA2)=(r1+r2); (A2A3)=(r2+r3); % obliczenie wartosci poszczegdlnych bokow
(A4A3)=(r4+r3); % obliczenie warto$ci poszczegolnych bokoéw
Alfal=acos((A4A3"2+A1A3"2-A1A4"2)/(2*A4A3*A1A3)); % miara kata oy
Alfa2=acos((A2A3"2+A1A3"2-A1A2"2)/(2*A2A3*A1A3)); % miara kata a,
Alfa3=Alfal+Alfaz; % miara kata o3
(A2A4)=sqrt(A2A3"2+A3A4"2); % dhugos¢ szukanego boku

© dr inz. Jarostaw Zubrzycki Politechnika Lubelska



